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"

_ '1 d az

a:, dPro '

" :d,,~,
T: = dPm '

" cl Oy
Oy = dP

m
"

" d ~y
.Ty = dPm ~

1st

wofUr man, wegen

" d a..
a.. ,dPm '

" d T..
"x = 'd Pm '

auch schreiben kami:.J( d O~ '.' day" d a.
3m = Ex d P

m
+Ey d Pro + e. d,Pro

, ' d "x . d Ty d T. -) •+ 'l'x dPm +'l'y dPro + 'l'. dPm '

1
m del' Koefficient del' querdehnnng,

E del' Modnl del' No~at-Elasticiilit,
G del' Modul del' Sèhnb:Elasticitat,

"so folgt bekanntLich

, -1 (' Oy + a. ) +' t- e." = E 0 .. - E, , _ m'

, '1 ( ';~ + o. ) +
',Ey = E Oy -'-o ' '7~ 'E t

'E: = i.(o"~, o~:: OY) +.Et
't., " '!:y .' T.

"'l'z=G' 'l'Y=G' ,'l'·=.G'

3)

DifferentiaLien geg~n die' endLichen AbmessilUgen des KlJrpers
zu vernachLassigen sind, so werden die NormaLspannungen
0x 0Y' 0. und die Schubspannungen ~x ~y ~.. ' als Linea~eFunk­
tionen del' iiufseren KriiCte erhalten i sie erscheinen, wenn Pm
irgend eine del' aufseren Krafte ist,' in del' Form

0x = a; + o;' Pm 't.z; == 't~ + "';' P,,(
Oy_ . -o~ + a;i pm 'ty~'t; + 't;' Pm
.........,..... . ,

,unter o;, o;, ..." ~~, ,~;, . o. diejenigen Werth~ vel'standen,
weLche die ,Spannungen fUI' den FaLL Pm = O annehmen. wiih­
l'end a~') (J~', • ~ ., . "t~', 't;', o.. diejenigen -Spannunge~ siud,
welche in dem KlJrper entstehen, sobald arrf denselben' nur die
Kraft Pm='l und die dm'ch die~e Kraft hervorgerufenen, sta-
,tisch' bestimmten Stiitzen-Widerstande wirken. '

Ist, nnn die .wirkLicbe Verschiebung des Angriffspunktes del'
Kraft Pro im Sinn~ diesel' Kraft = òro ' so muss, da die StUtzen­
Widerstande keine Arbeit verrichten, nach' deril Satze del' vir­
tueLlen Arheiten die Arbeit 1 o Òro gleich derjepigen Arbeit sein,
wetehe durch Mllltiptikation del' durch die Kraft Pm = 1 hervor­
gernfenen inneren KrMte mit der( wirktichen'Wegen ihrer An,
grlffspllnkte erhalten wird. Daraus folgt, wenn

Ex, Ey , E., 'l'x, 'l'y, 'l': .
die wir,ldichen, dm'ch die Spannllngen 0Z' 0y' 0., ~x' ~y~~: und
durch die Aendernng des Temperatur-Zustandes bedingten Deh·
,nungen und Verschiebungen des KlJrper-ELementes (d", dy dz) siod,

l o re ,,+ "+""+ "+ "• o UVl = J 'Ez Clx " Ey Oy E. A. 'l'x "x 'l'y"y

+ 'l': T;') dV,

Kteinere Mittheitungen.,

.KLeinere MittheiLungen.,

.'

Der Satz Vlm- der Abgeleiteten der ideellen Formanderungs :Arbeit;

mitgetheitt von Ho Miitter-Bresl:an,
Doc~nt an del' Technischen Hochschui~' zu' Hannover.

" .

211 .

, *) Turin, N'egro, '1S19, B. 2S,

, In seinem hervorragenden' Werke: SUl' 1'équiLibre des
sytè.mes élastiques*) hat ClI.s ti g l j a n o den Satz bewiesen:

Dr~ckt man die Formanderungs·Arbeit 'einea elastischen,
, homogelien, isotropen KlJrpers als' Funktion ,del' aufseren KriiCte
aus, ,so ist die Verschiebung ò des Angriffspupktes einer aufseren
Kraft P ,im Sinne' diesel' Kraft gleich del' nach P gebitdeten
partieUen Abgeleiteten del' Formanderungs·Arbeit, ,d. h, es 'ist

, • dA
o=CiP:

Diesel' Satz ist gliltig, wenn mit den Formanderungen wie init
unendLich kleine!1 GrlJfsen gerechnet wird (was in den meisten
FaUen, mit denen es. die praktische ELasticitatslehre zu thun
hat, zulassig ist) und vienn deljenige Te!Dperatnr-,Znstand an­
genommen wird, fiir ,welchen del' gewichtslos und unbeLastet

" gedachte KlJrper spannungslos ist" '

Die Anwend~ng dieses Satzes auf die unverschiebLichen
Stiitzpunkte des KlJrpers' tiefert zur Berechnung del' statisch
nichf hestimmbaren Auftager· Widerstande X ein System von
Gleichungen:" .

dA
d X = O, d. h,' A ein Minimum,

nnd ehenso fiihrt er zu dem Satze, dass anch statisch nicht
bestimmbare,' inner~ Krafte. del' Bedingung ,

A ein Minimum'
z~ gentigen babe'n.

. Es lasst sich nun nachweisen:

Aendert sich del' oben angegebene Temperatnr.Znstand in
irgend einem Pnnkte X, y, z des auf rechtwinklige Koordinaten
bezogenen elastiscben KlJrp~rs um t o und sind

, 0x, 0y, Oz .

die in den Seitenflachen des ElementarklJrpers' (d", dy dz) tha­
tigen NOl'malspannungen, so muss in Gl.l del' Werth A ersetzt
werden durch den' Werth

2) , '.. Ai=A. +J~o.. +~y ':,0,), et~~, ,

welcihen wir dia ideette Formanderungs-Arheit nennen
wòUen und in welchem '. die Dehnung fiir t = 1 o nnd, V das
Volnmen des KlJrpers bedenten.

Den Beweis flir obigen Satz fiih~en wir mit HiiUe des
Satzes del' virtueUen Arheiten, dessen Anwendbarkeit aus del'
vorhin hervorgehobenen Zlllassigkeit, die Formandernngen 'aLs
une~?tich kleine GrlJfsen zu bebandel~1 gefolgeit werden kann.

'Auf de~ in betiebig vielen P~nkten gestiitzten KlJrper
mlJgen betiebige anlsere Krafte P, " p., P s • o , o '. o o 'wirken, 'und
es seien ,die Stiitzen-Widerstande mit HiiLfe del' Gleichgewichts­
Bedingungen soweit wie mlJgLich 'dnrch die Krafte P und Idie
Ubrig bleibenden, statisch nicht bestimmbaren Widersilinde als
imàbbiingige VeranderLiche ausgedrUckt: : Wird, nnn bei"Auf­
steUung del' Bedingungen fUr das Gleichgewicht zwischen den
innereri nnd anfsere~ Kraften die 'GestaLt des KlJrpers als.un­
veranderlicb angenommen, weil ja dia Formiinde~ngen als

\ .
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.) Dabei zahten dieJPositiven "l "nach un ten, wenn - wie beispiels­
welse'beim'einfachen Batken .!... die positiven Momente in del' untel'en
Qnel'schnlltshii1.fte Zugspannungen a hervol'brlugeu.. ,' .,' . .

214

.,.

*) Vel'gl. auch den Auszug: 188!, S, S5,

die Gbeichnng: "',' ' , "

, '''''' ( S",' ') d S JMd s d M
6) ,O =..:.:::::. Ef +. et s d,X :E.J d X', 'J( N ' ) dN' ', +. li F +. et ds cl X:
und ei! ist ersichttich,' dass sich eine ruit Gb.-4 tibereinstimmende
G1eichnng ergiebt; wenn-zunachst der Zustand t ='0 angenommen,

, " : dA "
a1so der Satz_ " dX =0 "
angewendet wird, nnd' dann in der fertigen E1asticitats, Glei-
, 'S "N "
chnng-jede der ~ehnùngèn"EI und EF um den Betrag Et

vermehrt, oder, was dasBel,be ist, wcnn die acb,sia1en Krafte S
und N um E t El biJzw, E t EF vergrtifser't' werden, Die nur
von den Momenten M 'abhangigen Integrate b1eiben ungeandert,
Lassen sich alBo einze1ne Elasticitlits- meichungen aufsteUen,
in denen nur Momente M und keiner1ei Achsial,krlifte vor,
kommen, was llfter der, FaLL ist,' so getten diese fiir jeden
Temperatur-Zustand, ' , , " '

Beziigtich der Anwendung der m, B und del' aIi diese1be
geknupften Bemerkungen verweist' der Verf, auf seinen, in der
Zeitschrift fìir Bauwesen (1883, S, 311 n, f,) veroffentti'chten Bei­
tra-g zur Theorie de'r Versteifung der Bogentrager, Bowie auf
die interessanten Mitthei11lngen von Me1a ri in der' Wochen­
Bchrift des listerr. Ingenieur- 'und Architekten· Vereins 1883,
Nr, 24 u. 27, *) ,-'-

Nimmt man hingegen an, dass di!l Temperatur-Aenderung
innerha1b eines Querschnittes des voUwandigen Theites ver­
andertich ist, und zwàr ,so, dass sie dem' Gesetze t,= C+', C, 'I)

fol,gt (unter C und C, Konstante verstanden), und bezeichnet
man mit 'I) = + e, nnd 'I) = - e. die Grenzwerthe von 'I),' ferner
mit t, und t 2 die fiir diese Grenzwerthe beobachteten Werthe t,

. e2 +. e, + ) 'I)BO 1St t,= t, h t2 T (t, -; t2 h- ' ,
wobei h = e, +. e2 die QlIerschnittshohe bedentet.' Die G1, 4
geht dann nach Einflihrung der Werthe t und a liber in

Ai = A +2:Set~+fN'e (tI ~: +t2,~)cl s'

, fM '+ h e (t , -t 2 )ds,

'dA, ,
und es f01gt aus ' d ~ = O die Bedingung: ' '"

, (S' )'dS
7) 0=2: Ef -+ et s d X

f[ M 't,,-,t 2 ] dM d
+. EJ + e h cl X s

J[ N (e 2 + e,)] dN ,+ EF +. e t, h t2 h d X "
Aus dieser Beziehùng kann man iUr den vorliegenden FaU

f01gel:n:' , ,
Del' Einli.uss' einer Aenderllng des Temperatur -Zustandes

tasst sich iLUCh in der Weise berUcksichtigen, dass iIi der, zu­
nachst fiir den Zustand t = O.abge1eiteteit E1asticitats-Gbeichung
die AcbBia1krafte S und N, beziehungBweise 'um E t El und

)
• ;,' EJ

E (t, ,e; ;f-t2 -t- EF, Bowiedas MomentMum E (t, -:- t2l-h-

vergrofsert werden. " :
Untersuc}lUngen, wié die' zutetzt durchgefiihrte, sind z, B,

ntithig, weim bei ,Behi- h~heri kontinnir1ichen Ba1kentragern fiir
die untere Gurthng' ~ine' weBeIittich andere Temperatur-Aende­
rung' i, beoblJ.chtet, wird, a1s ,fiir die obere Gnrtnng, 'Die bier
an G1, 7 geknUpften ,B~merkungen' zeigen, 'wje in diesem FaUe
(und in einer ganzen Reihe abnticher FliUe) ":die fUr ,den Zu­
stand t'= Ò giiltigen, aUgemein bekannten E1asti~itats-Gbei-

, chnitgen abzua,ridern"Bind. "

KLeinere Mittbei1ungen,213

l,

wobei

"

O,.
: ',"

und

"1 n['" ",2 ( )J ':A = 2E j I D; +o~ + D;~ m Dy Cl. +D. DJ: + Dx Oy d V

, 1 -J( 2+. 2+. 2)dV'+. 2 G ,'tJ: ,'ty 'tz ,

iBt, Da'mit ist der oben stehende' Satz bewiesen,

In del' Statili derBaukon'struktionElD, handeLt es sich haufig
'um die Berecbnung'éines 'statisch unbeBtimmten TragersYBtemes,
wel,cbes 'theils fachwerkartig~ theiLB vol,l~'andig angeordnet ist
(z, B, eines Fachwei-kbogenB mit 'einem voUwandigen Stiicke
in de~ Mitte, oder einer Kette; ;'ersteift durch einen vaU­
~andigeIÌ Bal,ken) und mr' dessen vol,lwandigen, ii! irgend
einem Querschnitte dm'ch ein Moinent M und eine achsiale
KraftN beanspruchten Thei1 die Nonnalspannungen a nach der
',- , ,M N

Formet a = ----:?- +. F
berechnet werden ktinnen, wobei:'

'I) del' Abstand des mit der Spannung a behafteten Quer­
schnitts -Elementes von der normal, zur Kraftebene ge­

, tegenen' Querschnitts-Schwerachse, *)
J das Tragheitsmoment des Qnerschnittes, bezogen auf diese

Schwerachse,
F der Inhatt des Querschnittes,
Fiir einen'sotcben Trager ergiebt Bich bei VernachUissignng

der Wirkung der Schubspannnngen:

, "'" S2 S f' M2 ds fWdS '
A .L:.J '2Ef +. '2 Ji;'J. + 2 EF '

Das Zeiéhen f-bezieht si~h auf den votlwandigen Theil,

das Zei~ben 2: auf (Ù~ Stab'e des ~achwe~'kes, 'S, s, I be­

d,euten beziehungsweise die Spannkraft, die Lange und den
Querschnitt eines Fachwerk~Stabes,

Die idee11e Formanderu~gs-Arbeit ist: ,

~4) ',:,' Ai= A:,+' 2:Sets -tJfo,~td S d F,

und; '\Venn t innerhal,b des Quei-s'chniltes F konstant
angenòmmen wéi-den 'darf,

5)' ,~", Ai,' A +. 2:Sd~+ fNe:t'ds.

, : Benutzt inan Ijun den Satz vom.. M.inhllUm des Werthes Ai
"zlir' Berechnung eiriei statisch nicht bestimmbaren Anftager-
WiderstandescX, BO f01gt ami _

, iA,_O
dX -

tirpers , ..
iUngen
Funk­
nn Pm

IB der
litzen­
,r vir-
; Bein, .
~rvor­

r An·

, und
l Deh­
)sind,

!'
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