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: KLemere Mlttheltung en,

Der Satz von der Abgelelteten der ideellen Formanderungs-Arbeit;

mitgetheilt von H. MuLLer-BresLau,
Docent an der Technischen Hochschule zu Hannover.

In seinem hervorragenden Werke: Sur l'équilibre des
sytémes élastiques®) hat Castigliano den Satz bewiesen:
Driickt man die Formdnderungs-Arbeit eines elastischen,
homogenen, isotropen Kbrpers als Funktion der Zufseren Krifte
aus, .80 ist die Verschiebung & des Angriffspunktes einer dulseren
Kraft P im Sinne dieser Kraft gleich der nach P gebildeten
partietlen Abgeleiteten der Formiinderungs-Arbeit, d. h. es ist
: dA
dpP’
Dieser Satz ist gililtig, wenn mit den Formanderu.nven wie mit
unendlich kleinen Grofsen gerechnet wird (was in den meisten
Fillen, mit denen es die praktische Elasticitiitslehre zu thun
bat, zuldssig ist) und wenn derjenige Temperatur-Zustand an-

S
0=

genommen wird, fiir welchen der gewichtslos und unbelastet -

-gedachte Kérper spannungslos ist. !

Die Anwendung dieses Satzes auf die unverschieblichen
Stiitzpunkte des Korpers™ liefert zur Berechnung der statisch
nicht bestimmbaren Auflager-Widerstinde X ein System von
Gleichungen: -
ﬂ:D d. h. 4 ein Minimum
ax 7 ’

und ebenso fithrt er zu dem Satze, dass auch statiseh nicht
bestimmbare, innere Krifte der Bedingung
4 ein Minimum
zu geniigen haben,
s ldsst sich nun nachweisen:

Aendert sich der oben angegebene Temperatur-Zustand in
irgend einem Punkte =, y, z des auf rechtwinklige Koordinaten
bezogenen elastischien Korpers um ¢0 und sind

9z, 9y, O
die in.den Seitenflichen des Elementarktrpers (dz dy dz) thi-
tigen Normalspannungen, so muss in GL. 1 der Werth 4 ersetzt
" werden durch den Werth

2y - A;:A—}—J‘(ox—{—ay—l—cz)etdz

welchen wir die ideelle Forminderungs-Arbeit nennen
wollen und in welchem ¢ die Dehnung fiir =19 und ¥V das
Volumen des Korpers bedenten.

Den Beweis fiir obigen Satz filbren wir mit Hiilfe des
Satzes der virtuellen Arbeiten, dessen Anwendbarkeit aus der
vorhin hervorgehobenen Zul#ssigkeit, die Forminderungen als
unendlich kleine Grifsen zu bebandeln, gefolgert werden kann.

‘Auf den in beliebig vielen Punkten gestiitzten Korper
mbgen beliebige dufsere Krifte P, , Py Pyen.... wirken, und
es seien die Stiitzen-Widerstinde mit Hiilfe der Gleichgewichts-
Bedingungen soweit wie mtglich ‘durch die Kriifte P und |die
ilbrig bleibenden, statisch nicht bestimmbaren ‘Widerstinde als
unabhéingige Verinderliche ausgedriickt. Wird nun bei®Anf-
stellung der Bedingungen fiir das Gleichgewicht zwischen den
inneren und Hulseren Kriiften die Gestalt des Kbrpers als .un-
verinderlich angenommen, weil ja die Forminderungen als

* %) Turin, Negro, 1819, S, 26,
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L ’ 7 '
unter o7, oy, ..., T, Ty

Differentialien gegen die endlichen Abmessungen des Ktrpers
zu vernachlissigen sind, s0 werden die Normalspannungen
g, g, o, und die Schubspannungen 1, 7, T, als lineare Funk-
tionen der Zulseren Kriifte erbalten; sie erscheinen, wenn Pn

irgend eine der Aufseren Krifte ist, in der Form

o; =0, + a5 Py

T 7
ay =0, + oy

= 4 o P
o =1 4 P,

diejenigen Werthe velstanden
welche die Spaununffen fir den FFall P, =0 aonehmen, wih-
rend az, o,y iy T, \y", diejeuigen Spannungen sind,
welche in dem Kbrper entstehen, sobald auf demselben nur die
Kraft P, =1 und die durch diese Kraft hervorgerufenen, sta-

tisch beatlmmten Stiitzen-Widerstinde wirken,

Ist-nun die wirkliche Verschicbung des Anrmﬁ“spunktes der
Kraft P, im Sinne dieser Kraft = §,, so muss, da die Stiitzen-
Widersta,ude keine Arbeit verrichten, nach deu’n Satze der vir-
tusllen Arbeiten die Arbeit 1.3, gLeich derjenigen Arbeit sein,
welche durch Multiplikation der durch die Kraft P, =1 hervor-

’ gerufenen inneren Krifte mit ded wirklichen Wegen ihrer An-

griffspunkte erhalten wird. Daraus folgt, wenn

Ezy &y &y Yoy Tyy Yz -
die wirklichen, durch die Spannungen o_, Sy 9y Ty Ty, T, und
durch die Aenderung des Temperatur-Zustandes bedingten Deh-
nungen und Verschiebungen des Kérper-Elementes (dz dy dz) sind,

1.8, = j(iz of +eyoy +el 0l f ol oy
+n)dV,

wofiir man, wegen

"__ do; v dcy v dcz
*=9qp, ¥ T 4P, =T apr,’
b AT o dny v d
= =93P, WT4dp,’ “TdPR,’
auch schreiben kann: .
d az d qy d o,
3) m5f% +% 2y
(Z Tz (7 Ty d Tz )
T e, T e, TR,
Ist % der Koefficient der Querdehnung,

E der Modal der Normal-Elasticitit,
G der Modul der Sc¢hub-Elasticitit,

so folgt bekanntlich

VRS

! sy=%(cy——‘——cz;:cz)—|—st —
E;;:“—].E(OZ_ cz+cy>+ 4

T Ty T
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Hlel‘flh ‘aber kann geschrieben werden:
N d A;
' " de -
wobei A4,=4 —l—fetd\V (0z + o, + o2)

und

A:—lﬁf[cx—}—o_,—{—o- 2 (aycz-}—czcz—l-cxcy)] Vv

+2—Gf Tg+T;+13)dV
ist. Damit ist der oben stehende Satz bewiesen.

In der Statik der Baukonstruktionen handelt es sich hiufig
um die Berechnung eines statisch unbestimmten Tragersystemes,
welches theils fachwerkartig, theils vollwandig angeordnet ist
(z. B. eines Fachwerkbogens mit einem vollwandigen Stiicke
in der Mitte, oder einer Kette, versteift durch einen voll-
wandigen Balken) und fiir ‘dessen vollwandiger, in irgend
einem Querschnitte durch ein Moment Af und eine achsiale
Kraft ¥ bemspruchten ThelL dxe NormaLspannungen o nach der
Formel "1 + b
berechnet werden ktinuen, wobel

7 der Abstand des mit der Spannung ¢ behafteten Quer-

schnitts - Elementes von der normal zur Kraftebene ge-
legenen Querschnitts-Schwerachse, %)

J das Trigheitsmoment des Querschnittes, bezogen auf diese

Schwerachse,

F der Inhalt des Querschnittes.

Fiir einen solchen Triiger ergiebt sich bei Vernachlissignng
der Wirkung der Schubspannungen:

328 M ds Nds
A= gmr+ 2EJ+I2EF'
Das Zeichen _]' bezieht sich auf den vollwandigen Theil,

das Zeichen z auf die Stibe des Fachwerkes. 'S, s, f be-

denten 'beziehungsweise die Spannkraft, die Linge und den
Querschnitt eines Fachwerk-Stabes.
Die ideelle Formédnderungs-Arbeit ist:

4) ' A.-=A+Z,Ssts+jfcetdsdﬁ’

und wenn ¢ innerhaldb des Querschmttes F konstant
angenommen werden daxf,

- B) A;:A-{—ZSats—{—sttds.

Benutzt man nuo den Satz voiD\ Minimum des Werthes 4;

‘zur Berechnung eines statisch wicht bestimmbaren Auflager-

Widerstandes X, so folgt aus . .
a4,
dxX

*) Dabei zihlen die positiven 7] nach unten, wenn — wie beispiels-

welse beim einfachen Balken — die positiven Momente in der unteren

Querschnittshilfie Zugspannungen @ hervorbringen.
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nnd Gl. 3 geht fiber in die GLelchung s Md d i
d o, da, <l s
m—Ef"I +°JdP + 75, 2 Z( +f EJ dX
d 9z d ay —I—f —|— 3 t) ds ——
— [(oy+oz) PR o) o EF dX

- und e ist ersichtlich, dass sich eine mit Gl.4 ubereinstimm_ende

Gleichung ergiebt, wenn zunichst der Zustand ¢ = 0 angenommen,

also der Satz =0 ‘

aX

angewendet wird, und dann in der fertigen Elasticitits- Glei-

chung jede der Dehnungen E_f “’?dﬁ um den Betrag et
vermehrt, oder, was dasselbe ist, wenn die achsialen Krifte §
ved N um et Ef bezw. et EF vergrofsert werden. Die nur
vou den Momenten M abhiingigen Integrale bleiben ungeiéindert.
Lassen sich also einzelne Elasticitits-Gleichungen aufstellen,
in denen nur Momente M und keinerlei Achsialkréfte vor-
kommen, was bfter der Fall ist, so gelten diese fiir jeden
Temperatur-Zustand.

Beziiglich der Anwendung der Gl 6 und der an dieselbe
gekniipften Bemerkungen verweist der Verf. auf seinen, in der
Zeitschrift fiir Bauwesen (1883, S. 811 u.f.) verdflentlichten Bei-
trag zur Theorie der Versteifung der Bogentriiger, sowie auf
die interessanten Mittheilungen von Melan in der Wochen-
schrift des osterr. Ingenieur- und Architekten - Vereins 1883,
Nr. 24 u, 97.%) ‘ ‘

Nimmt man hingegen an, dass die Temperatur-Aenderung
innerhalb eines Querschnittes des vollwandigen Theiles ver-
anderlich ist, und zwar so, dass sie dem Gesetze t=C-4 C, 7
folgt (unter € und C, Konstante verstanden), und bezeichnet

map mit 7=+ ¢, und n=—e, die Grenzwerthe von 4, ferner
mit ¢, und ¢, die fiir diese Grenzwerthe beobachteten Werthe ¢,
80 ist =1, -{-:2 b — 1) 2

wobel h=¢, +e, dle Quelschmttshohe bedeutet. Die GL. 4
geht dann nach Einfiihrung der Werthe ¢ und o iiber in

A — A+>sezs+fzve Sy, “)as

V74
+ Te(tl_lz)dsy

d4,
und es folgt aus Xl =0 die Bedingung:

d
00 0= Z( -l—et) ;Zi
::—z:2 aM
+f 7 T % ]JXdS

TR ot 4]

Aus dieser Beziehnng kann wan fiiv den vorliegenden Fall
folgern:

Der Einfluss einer Aenderung des Temperatar - Zustandes
lasst sich auch in der Weise beriicksichtigen, dass in der, zu-
nichst fiir den Zustand =0 abgeleiteten ELasticitﬁts-GLeiébung
die AchsiaLkrl’iﬂ.e S wod N beziehungsweise wm ¢t Ef und

( =2 1y, )EF sowie das Moment A um = (¢, — tg).T

verglofsert werden _ )

Untersuchungen, wie die zuletzt durchgefiibrte, sind z. B.
uthig, wenn bei sehr hohen kontinuirlichen Balkentriigern fiir
die untere Gurtang eine wesentlich andere Temperatur-Aende-
rung #, beobachtet wird, als fiir die obere Gurtung. Die hier
an GL. 7 geknupfteu Bemerkungen zeigen, wie in diesem Falle
(und in einer ganzen Reihe dhnlicher FaLLe) “die fiir den Zu-
stand =0 gtiltigen, aLLfremem bekannten Elasticitits- Glei-
chungen abzuindern sind.

*) Vergl. anch den Auszug: 1884, 8. 85.
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